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0 числахъ, ающихь данные остатки при Ден на данный 
взаимно-простыя числа, 


Требуется найти наименьшее число, дающее остатки #', 71, 7, гз,... 
при дЗлени на взаимно простыя числа т, т, 75, тз,... 


Разсматривая только дЪлен1е на т и 7, получимъ: 
Хит. 


а т 
Пусть т преднослдняя подходящая непрерывной дроби, равной из если 
| 


т 
она, больше .’ ТО возьмемь а и Ь отрицательными, такъ чтобы всегда, 























1 
было 276 — ина = 1. Пусть 


@ = жа= тб — 1. 
Тогла 
НИЕ № =а(" — у), 


Х=ин 9 (и —»). 


Здесь можно › прибавить —= тииь, такъ чтобы приблизить Х къ ".. 
Разематривая дЪлене на т,, получимъ: & 


Хх — 18 Хх = то. ( 
х те о 


7 С 
Пусть р предпосл$дняя подходящая дроби ТИ, такъ\что нь — 
1 й 2 





та = 1. Пусть 
. ©; = иьа, = ии В, —- 1. 


Х, = га Е ©, (г, —Х). 





Тогда, 
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ЗдЪеь можно придать == пил. тьф, чтобы приблизить Х; къ хз. 
а 
Если г предпослдняя подходящая для дроби Иа то 
й 773 
©, = тзаз = тат: т 65 — 1, 
Хх. = 73 — 0, (уз вле Х,) Сл 77771 7157338. 

Таже и далфе. 

Примфръ. Найти число при д%лен!и на 3, 7, 11, 17 дающее остатки 





ана 
Ч 3, 5 и 8. о ЕГО 
Х=3— 7.2 = — 11 или -| 10. 
ит 21 ; 
о а = — 2, ВЫ = —1, @, ==— 22, 
Х. =5 — 22. (— 5) = 115 
@ = — 68, $, =— 5, 0, = — 1156, 


Х, =8 — 1156 (-- 107) = 123700 или == 1963. 
Если внесемъ выражев1я Х. и Х, то получимъ: 


Хь = (1-- 0,73 — 92 (1 + %)>. + 9,9, (1-9), — 90, 9,*. 


„ 


М 
Если обратимъ дробь © 8* непрерывную и затЪмъ составимъ дру- 


гую непрерывную дробь изъ частныхъ въ обратномъ поряде, то най- 
демъ замЪчательное соотношен!е между этими дробями. Если предпо- 


М. й: 
слЪдняя подходящая — равна то обращенная дробь будетъ 


и т 
М Уз | 
а предпосл$дняя подходящая т числители подходящихъ обращенной 
дроби будуть остатки при обращен1и данной дроби, а числители под- 
ходящихъ данной дроби— остатки при обращен!и въ непрерывную об- 
ращенной. 
Это видно изъ слЗд. примЗра: 










те ЗЫ, оз 55 136 
1-1 Е 

З--1 
т 31215 





Е 
5 136 49 |811] 5 [1 








а 5 11 38 49 136 
м а аа 
ен << 

1-1 5|2|3| 1} 

2 в 
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Это легко доказать и алгебраически. ` 

Отсюда видно, что число Х есть линейная фунйшя остаткозъ 
7.17... Которыхъ коэффищенты зависятъ только отъ дЪлителей инить,.. 

Для трехъ чиселъ 


Х = инт -Ё ттьв ит - пива вот. 


При д$лен!и на м второй и третй члены не дадутъ остатка, а 
коэффищентъ при х долженъ дать остатокь 1, слЗдовательно 


тт 6 —= та-Н1, 


а 
тд% аесть ц®лое число; отсюда, видно, что р веть предпослдняя подхо- 





701 779 
дящая дроби г ; если она больше этой дроби, то надо перемфнить 


знаки при аи 6. Точно также В, есть знаменатель предпослЁдней под- 
2 





ти : 
‚а. для дроби съ тфмъ же услошемъ от- 


ходящей дроби и 
т 2 


носительно знаковъ. 
Для четырехъ чиселъ будетъ 


Х = иитьтвзбх -- пипотзви, Е ити тзбот, -Е тт ьВзгз, 


гд 6, В, р. и В; знаменатели предпослфднихъ подходящихъ дробей 





тот тпотз ттаТЗ г ИИА 
й ’ О 
т 771 772 773 


Напр. т=3, 2 =7, 7 =13, тз=17 

















7.13.17 1547 516 
Е а подходящая 1’ $ —=—1 
3.13.17 663 284 
ео р с 
3.7.17 357 г АНТИ 
о ат 
3.7.13 273 16 
И а 


Х = 1547, -- 663.3", — 357.2и, - 2733 - 
— — 1547 -- 19897, — 714". - 27373 


каве бы ни были остатки. Пусть остатки у=1, ==, хо= 19214; 
тогда 









Х=— 173 -- 46411. 
Наименьшее положительное число Х будетъ поэтому 446 \ 
А. Веребрлюсовь. `(Ефльцы). 








$ : | ы | 
НЫкоторыя свойства треугольника, въ которомъ сумма двухъ 
сторонъ равняется утроенной третьей сторонъ, 


$ 1. Въ предлагаемой стать доказываются нфкоторыя свойства 
треугольника АВС, между сторонами АВ=е, АС=Ь, ВС ==а котораго 
существуеть соотношение : 


ос = За. 
Пусть № будетъь высота треугольника АВС, опущенная изъ А, 


” — радусъ вписанпаго круга, соотвтствующаго сторон а, и ДА— 
площадь треугольника. ИзвЪстно, что 


2А ‚ 2А 


Е тет г Ее 


ЗамЪняя въ этихъ формулахъ сумму 6-Е с черезъ За, получимъ: 


а. ОЕ ад. 
а За х (0 
Кром того имфемъ: 
—2А. 
и (2) 


Изъ равенствъ (1) и (2) видно, что въ разсматриваемомъ тре- 
угольник%: 

10 радёусь вписаннало кра равенъ четверти высоты, опущенной 
изъ А; 
з 2° радбусь вньвписаннаю круа, соотвътетвующело сторонь а, 
равен половинь той же высоты и вдвое больъе радгуса вписаннало кра. 

$ 2. Пусь Ти будуть центры круговъ г и #', а Ви О'—точки 
касаня этихъ круговъ со стороною АВ. 

ИзвЪстно, что во всякомъ треугольник А)=р—а и АО’=р, 
гдЪ р есть полупериметрь треугольника. Но если 6 -- с = За, то р = 23а, 
. слЗдов. А) =аи АШ'=2а. Отсюда видно, что АО —=00,, а такъ 
такъ, кромЁ того, лини ЮО и ТО’ параллельны, то АЛ == 9, т. е. ли- 
° мя, соединяющая центръ внивписаннаю круа треуольника, соотвъьт- 
ствуюииио сторон 3, съ вершиной А, дълится пополамъ центром 
втисанноло круза. 7 

5 3. Обозначимъ черезъь Т и Т'’ точки, касан!я окружио стей; ли" со 
стороной ВС, и пусть Н будеть основан1е высоты треугольника, опу- 
щенной изъ А, а Е—точка пересченя стороны ВС сь\\б1 
угла А (иначе, съ прямой АУ). Изъ подобя трет лЬниковЪ ЕТУ и 
ЕТУ м 











К 
то ,=. 











а ее к те жена = авы +4 ЛИС 
В Е я ая х 7. 
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откуда 7 
ОНТ, 
ТГ=ЕГ-НЕТГ=ЗЕТ. (3) 
'Греугольники ЕТ] и ЕНА подобны, слЪдов., 
ЕН АН 
И И 
откуда: 
ЕН = 4ЕТ, 
ТН = ЕН — ЕТ =3ЕТ. (4) 
Изъ (3) и (4) слБдуетъ: 
МНЕ 


т. е., точка касанля вписаннаю круа со стороной ВС одинаково уда- 
лена оть основаня опущенной ‘изь А высоты и отъ лежащей на ВС 
почки касавя внъеписаннало круша, соотвътетвующело сторонъ ВС. 








$ 4. Прямыя ТУ и ТТ пересъкаются на срединь высоты АН’ 
‚Дйствительно, пусть С будеть точка пересЪчен!я прямых ТУ и АН: 
"Треугольники ТУТ и тен подобны, а потому 


вн _ тн 
о. 
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но по доказанному ТТ’ = ТН ($ 3), слдов., 


и т 0 
та 
еткуда 
@Н=2тТ = хо (см. $ 1), 


‚ © дьлить пополамъ отрфзокъ АН. 
р Ве далфе, точки @ и Лсъ Т, получимъ два прямоуголь- 
ныхъ треугольника: ТТ’ и ТНС, въ которыхъ ТТ’=ТН и Т/'=Н@ 


(потому что’ = р сабдовательно, эти треугольники равны, А ТГ" = Д НТб, 


а линя "ГС есть прямая. 

Такимъ образомъ, 06% прямыя: Т'] и ТУ’ пересЪкаются въ точк 
С, которая есть средина высоты АН, что и т. д. 

9 5. Положимъ, что внфвписанныя окружности треугольника АВС, 
соотв тетвующ!я сторонамъ АВ и АС, касаются: первая стороны АВ и 
продолжен!я стороны АС соотвЪтетвенно въ К и Ш, а вторая — стороны 
АС и продолжевя сторовы АВ соотв тственно въ №и К’. Точка № 
перес»чен!я прямыхъ: АТ’, ВГ,, СК. наз. точкой Маде?я, а точка № 
пересВчев1я прямыхъ: АТ, ВШМ, СК’ наз. добавоччой точкой МадеРя 
(см. Новая Геометрия треугольника, что 4, 5). 

Въ разсматриваемомь трелольникь точка Мадег я № лежить 
1°) на срединь трансверсали АТ',—2°) на вписанной въ треуюльникь 
АВС окружности. 

Изъ треугольника АВТ’, пересвченваго прямою Ск, по! теорем 
Менелая (Нов. Геом., 1, 3) имЪемъ: 


МА.ВК.ТС= МТ. АК. ВС (5) 
Тавъ какъ ВК = Ар =р— а=а, Т'С = ВТ=р— В АК = В=р-— 5, 
ВС =, то равенство (5) получаеть видъ: 

МА.а. (р—В==МТ'.(р— 5). а, 


МА = МТ’, ый (6) 


Для доказательства второй части теоремы соединимъ точку М съ 
точкой 7. Изъ равенства отр%зковъ: ТТ, ТН и параллельности пря- 
мыхь: ]Т, СН слфдуеть, что 1" = 79. Отсюда и изъ вышедоказаннатго 
равенства (6) видимъ, что прямая ЛМ соединяетъ средины сторонъ 


‚ ТА и Т’С треугольника Т’АС, поэтому Ав: == 


откуда и слдуетт, что М находится на вписанной окружности. 


Добавочная точка Мадегя № дълить траневерса \АТ в% отно- 
щшени 2:1. 


. ДВйствительно, треугольникъ АВТ и свкущая СК’ даютъ соотно- 
шене : 


° откуда: 









№. АК’. ВС = №'А.. ВК". ТС; 
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зам чая, что АК! =р --е, Вб—=а, 
ВК’ =р=2а, Тб=р— с, 
послЪ подстановки будемъ имфть: 
М№Г.а. (р—@) =МА.2а. (р— 5), 


№МТ=2м№'А, МТ: МА =2:1. 


$ 6. Центрь вруа вписанноо, центрь тяжести треуольника, 
точка МадеРя и центрь тяжести периметра треуюльника лежать на 
прямой, перпендикулярной къ сторонъ ВС. 


Для доказательства проведемъ медану `АА’. Перпендикуляръ УТ 
къ сторонз ВС пересфчетъ АА’ въ М. ИмФемъ: 
мА’ ТА 
МА ТН’ 


откуда: 


но такъ какъ ВТ’ = СТ, то 


АА — 9:2 — Ро 
откуда: 
ТА —_ МА, 
ТН 2 МА 

Изъ этого равенства видно, что М есть центръ тяжести треуголь- 
ника АВС. 

ДалЪе, такъ какъ ТТ’=ТН и ТГ || АН, то прямая ТТ, будучи 
продолжена, раздВлить трансверсаль АТ’ пополамъ и, слфдоват., пере- 
сЪчетъ ее въ точкё М МасеРя (см. 8 5). 

Наконецъ, точка Р, центръ тяжести периметра треугольника, какъ 
доказывается въ механик, есть центръ круга, вписаннаго въ тре- 
угольникъ, дополнительный треугольника АВС (Нов. Геом. Ш, 9, 10). 
Отсюда слФдуетъ, что точка Р есть дополнительная точки 4, а прямая 
РУ, соединяющая эти точки, проходить черезь центръ тяжести М тре- 
угольника АВС и слфдоват. черезъь точку Т (см. о дополнительныхъ 
точкахъ Нов. Геом., Ш, 9, 10). 

Такимъ ‘образомт, точки 9, Зы. М№иР лежатъ на прямой ХТ, пер- 
пендикулярной къ сторонЪ ВО, ч. ит. д. 

$ 7. Разетояне центра тяжести треугольника до стороны ВС. 







т. е. прямая МТ, равняется Уз высоты АН или =. Зная, что УГ е 


найдемъ: 
Го 


МЛ—=МТ— т вт. 


РУ= МГ-Р МР =3МР ===. 





бык «Задов к р АИ и ых залу И 
ыы А бис те ое Бью Е А, а 
С к у Г я 5, г 

4 ' у 
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Выше было зам чено, что точка Р есть центръ окружности, вписанной 
въ треугольникъ, дополнительный треугольника АВС. Радлуеъ этой ок- 
ружности, очевидно, равенъ 7:2. Такъь какъ разстоян!е РУ между цен- 
трами двухъ окружностей: вписанной въ треугольникъ АВС и въ его 


ы 
дополнительный, равняется Е 
ихъ рад1усовъ, то окружности эти взаимно касаются. — Доказапо, что 
ЛУ =ь ($ 5), и что линя ТРМ прямая ($ 6), поэтому точка касашя 
окружностей 1 шР есть точка № МадеГя треуюолъника. 


$ 8. Прямая В’С', соединяющая средины сторонь АС и АВ, каса- 
ется вписанной окружности треуюльника АВС. ДЪйствительно, В’С’ 
проходить чрезь средину трансверсали АТ’, т. е., черезъ точку №, ле- 
жащую на окружности 7. Рамусъ УМ, перпендикулярный къ сторонь 
ВС, будетъ также перпендикуляренъ къ лиши В’С’. параллельной ВС, 
а потому В’С' есть касательная къ окружности ФУ. Такъ какъ прямая 
В'С’въ то же время касается окружности Р, то слЪдов., она есть сб- 
щая касательная къ окружностямъ Ри 

Перпендикуляръ, возстановленный изъ А’ къ ВС, пройдеть черезь 
центръ О опксанной окружности треугольника АВС и пересвчетъ бис- 
секторъ АЕ вь точкф Е, лежащей на средин® дуги ВС этой ей 
сти. Изъ подоб1я треугольниковь АМУ и АА’Е имфемьъ: 


т. е., равняетея разности 


А'Е`_ АА! РЕ 
МУ АМ 
откуда, замфчая. что М (см. 8 7), найдемъ: 
и 
Ета 


`Далфе, пусть В будеть радлусъ описанной окружности треугольника 
‚АВС, тогда 
04А'=В— АР= в (1) 


Найденное равенство показываетъ, что перпендикуляръ, опущенный 
‘изъ центра круга описаннаго на сторону ВС, равенъ полуразности между 
д1аметромъ круга описаннаго и рал1усомъ круга вписаннаго. 

Отсюда также слфдуетъ, что прямая О’А, соединяющая ортоцентръ 
О’ треугольника съ вершиною А, равняется 2В — г, потому что эта 
прямая вдвое боле прямой ОА’. 
$ 10. Изъ треугольника ОА’В имЪемъ: 





ор 


817. 
которое легко преобразуется въ слЗдующее:. 


а +? — 4Ви (8) 


Ирямоугольный треугольникъ АТО (ОЮ—точка касан1я вписаннаго круга 
со стороной АВ), въ которомъь А) =р— а=а, даетъ: 


А = АО? -- 0 = а? +2. (9) 
Изь (8) и (9) выводится равенство: 
А? = 4Вь, 


которое показывает, что ярямая, соединяющая центр вписаннаю круа 
съ вершиной А, есть средняя пропориональная между даметрами круовь 
вписаннаю и описанноло. 

$11. Сумма (или разность) перпендикуляровь, опущенныхь изъ 
центра О описанной окружности на стороны АС и АВ, равняется /з г. 

Для доказательства прежде всего замЪтимъ, что ‘въ прямоуголь- 
номъ треугольникв ОВА”:. 

Вл 


ДВОА —= ХА, ОВ, о, 


откуда слфдуеть: 
2В—х г 
г ' = 1 —— 1 
со8А —= ОА’: ОВ о м (10) 
ДалЪфе, пусть ОВ’и ОС’ будуть перпендикуляры, опущенные изъ 
центра О на стороны АС и АВ. Легко видЪть, что если углы Ви С 
острые, то 
ОВ' = ВсозВ, ОС' = — Всо8С. 


Если же одинъ изъ угловъ В и С, напр. С, тупой, то 
ОВ' = ВсозВ, ОС' = Всоз (180% — С) =-- Весов: 


Въ первомъ случа сумма, а во второмъ разность перпендикуляровъ 
ОВ' и ОС' равняется ВсозВ Е ВсозС, иначе 


ОВ’ = 0С'=В (созВ - созС) (11) 
Для дальнзйшаго преобразозаня имфемъ: 
созВ -- со8С = 2608 = 608 во = 25щ р с05 в : 


по формул Мольвейде 


605 в. Ве еде А 
2 а 


а такъ какъ 6 -|-- с = За, то елЪдовательно; 





605 
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А 
созВ - с0$0 == 63? 5. ° (13) 
ДалЪе, зам няя въ формул 
0 А _1—005А 
Е 2 


созА его значенемъ изъ равенства (10), найдемъ: 


А 7 
78 — 
И =, {14) 
и равенство (13) получаетъ видъ: 
Зх } я 
созВ - с08С =, 


а подставляя найденное для с0зВ-|- с08С значеше въ равенство (11), 
будемъ имЪть: 


ОВ' == ОС' = /х, 
чит. д. 
СлЪдетве. Такъ какъ: 


О'В=208', О'С=20С', то 
О'В==0'С=2(О0В'==00')= =, 
т. е. сумма (или разность) разстоянйй ортоцентра 0’ оть вершинь В 
и С равняется утроенному радбусу вписаннаю круа. 
8 12. Кром вышенайденныхъ соотношен!й: (8), (10), (12), (14), 
(15) между элементами разематриваемаго треугольника существують 
нЪкоторыя другя, выводомъ которыхъ мы закончимъ эту сталью. 
1% Изь равенетва: 6--с==3а посредствомъ замЪны величинъ: &, 6, с 
соотвфтственно ‘черезъ 2ВзшА, 2ВзтВ, 2ВзшС получим: 
2ВзшВ--2Взш0=8.2ВзщА, 
отсюда: 
зтВ -- зшС = ЗэщА, 


ША -Е зшВ - зтС = 48щА; 
известно, что 


ЗА - зтВ - зшС = 4608 ы 608 : 08 о , 


{ АВ 
25 этА = 291 о 6055 , 





поэтому будемъ имЪть: 





РР со в к са -. 
а 
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откуда: 
з В.О ТА 
608 5. 608 > = 23т а (16) 
2° Въ равенство (16) вместо 5 подставимъ 90°— ны 
Вела, в--с\ _ вс 
608 5. 608 > = ды (0 о )= 2608 о 
или 
Ве ВиО 
608 - сов = 26085 6085 — 28 зо, 
откуда: 
ее О: ый со Е 
58 5 = 6085 6085; 
с03 = с08 — 
- == 60% Вене = 2 (17) 
зто вт. 


& также 
В: 
вов = 


3° Для всякаго треугольника АВС имфемъ: 





А В С А В С 
60-9 5 с0ё-5- -- 0 5 = 5065 0 5 сё о 


отеюда, на освоваши равенства (17), получимъ: 


А В С А 
60-5 -- с0ё 5-5 60-5 = 200 -5- 





и далфе 
В В, А, (18) 
0% о - со 605 
49 ИмФемъ : 

В С 
В [6 т 1 1 и аа 

ть ы вв, ие а 
Я ат 





Это равенство на основав!и (17) и (18) преобразуется. въ слБ- 

дующее: 5) °№ 
0$ — 

В С 2 

а 
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ИЛИ 





(ии С) = ^. 


2 
5° Въ равенств% 
66080 -- ссозВ = а 


: ой 
замнимъ с03В и с03С соотв тетвенно выражен!ями: 1 — 2510? т. 


С 
А 8 —— 
1 — 281 7] 


Ь— 261? ий Не — 2651" та а. 
2 2 
Изь этого равенства вы 
В 
2651? + 281? = с —а= а 
и наконецъ: 
С В 
ьз 6. Е 
9-0 - сш о 


И Зиминь (Орелъ). 





ЗАДАЧИ. 





№ 433. Представить въ вид произведен1я выражен!е 


с03 т. > 608 Е 
2 я 2 2 2 р 2’ 


если А--В--С-- Ш =360°. 
№ 434. Показать, что 


т — у =а— В, 





М. Зиминь (Орель). 


если 
9 — у 53 2 2 
А ве 22 = 0. 
т 1и На? — 6 


|8 





(Заимств.) Я. Полушкинь (с. Знаменк 


№ 435. Показать, что во всякомъ треугольник 


а(а--1) + НИ - се 1). ви 


(а ша - (6 - 1)зш ВР (с 1) зтО аз А -Е ат В -Е сэт’ 


гл а, Би с суть стороны треугольника, а А, ВиС — соотв тетвенно 
противолежаще. имъ углы. 








Л. Маюзаникь (Бердичевъ). 





вт В 


№ 436. РЬшить уравненя : 
Зи — 2% и =. 
И = 


у 
32 += (у (уф = И. 
(Заимств.) Д. Е. (Иваново-Вознесенскъ). 
№ 437. Тло имфетъ видъ цилиндра съ приложенными къ 0бо- 

имъ его основан!ямъ равными конусами. Пусть будуть й и 7 соотвфт- 
ственно высота и рад1усъ основан1я цилиндра, 2 — высота каждаго ко- 
нуса. При какихъ соотношешяхъ между этими величинами при дан- 
номъ объем этого тЗла поверхность его будеть шшиииа ? 


П. Свъииииковь (Уральскъ). 








№ 438. Упростить выражене 
3 НЕ УДТИ 
Иа Е Уа4 +Ин: Уа?5*. 


РВШЕН!Я ЗАДАЧЪ. 


(Заимств.). 


№ 154 (3 сер.) Стороны АВ и АС треугольника АВС раздЪлены 
на р равныхъ частей. На сторонахъ АВи АС взяты точки дфленя 
М и №, Ри 0, причемь Ми РЫ— п-ыя точки д$лешя, а Ми 9 — 
(п -- @-ыя, считая оть А. По даннымь р, пи 4 опредФлить, какую 
часть площади треугольника АВС составить четыреугольникъ ВМ№50’, 
образованный пересЪчен1емъ прямыхъ СМ и СОМ съ ВРи ВО. 
Пусть М и Р (фиг. 1) п-ыя точки дВленя сторонъ АВ 
В и АС, а Ми 9 -— (пта-ыя 
точки дфленя сторонъ АВи АС, 
считая отъ А. Перес$ченемъ пря- 
мыхъ ОМ и СМ съ ВРи ВО 0б- 
разуется четыреугольникъ В№'50', 
вершины котораго Ви 5 очевидно 
лежать на мед1анф АО треуголь- 
ника АВС; которую положимъ 
равной 1. Пусть д и у точки пе- 
рес$ченя параллельныхъ пря- 
мыхъ ИРи № съ 40. Изъ по- 
Фиг. 1. добныхъ треугольниковь ЕВВС\и 
МАР найдемъ; ие 











ОВ ВС в ОЕ 
Вх Мо 20 р-н 
Такъ какъ 20 = 1100 т. 1. Точно также изъ подоб1я 


Ро я 
треугольниковъ В5С и №590, находимъ ВЕ На или аи: 
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Проведя ВТ|\ СМ и 








21-94 
такъ какъ .Ь то 05=Е 
Иа ВНЕ 
замфтивъ, что 50 = ОТ, будемъ имЪть изъ подобя треугольниковъ 
ВМ№5 и ВВТ 
ЕМ' _ В _ ВО— 08 


ВВ ВТ. вО-- 05 05 ` 
или, посл подстановки вместо ВО и ОБ найденныхь величинъ для 
ВО и 05, 
ВМА ыза 
ВВ 1№2—п?—п4 | 
Такъ какъ высоты треугольниковьъ АВС и ВВС, опущенныя изъ Аи В 
на ВС, относятся какъ АО: ВО, то “ 
пл. ВВС _ 80 _р—п 
пл. АВС АО рп 


пл. АВС. Легко видЪть, что треугольнииЗ В№М5 и 








и пл. ВВО=Р—® 

р-® 
Е5О' равном рны, равно какъ и треугольники РОВ и ВОС. По извЪстной 
теорем имфемъ: 





пл. В№5 _ ЕМ. В __ 2024? 
пл. ВВО ВВ.ВО (р—п)(о--Н9 (ф?—п7—п9) 
Но пл. ВВО = половинз площ. ВВС = . АВО; слЗдова- 
п щ. — Иа лЪдова, 
те МАНЕ 
тельно пл. ВМ но Е Пе пл. АВС, а площ. 
2024? 


пл. АБО. 





1 9-5 | 

ВО па ВМ) (ри 9) 

Н. Нижолаввь (Пензз); М. Зиминь (Елецъ). 

Примъчане редакции. Весьма легко вычислить площадь треуголь- 
ника ВМ№'5, зная рьшеше слфдующей общей задачи. . 

Дана площадь треугольника ВС. Найти площадь треугольника 
А'В’С', образованнаго пересвче- 
н1емъ прямыхъ Аа, Вфи Се (фиг. 
2-я), которыя раздЗляютъ въ точ- 
кахъ а, Бис стороны 'даннаго 
треугольника въ данныхъ отноше- 
няхъ с, В и у такъ, что <, . 





Ва ©. Асс. 
В У ры © 
Фиг. 2. Обозначая площадь треуголь- 


ника АВС черезъь (©, при помощи второго изъ отношен!й (1) находимъ. 





тени т 
пл. ВЫ = о (2). 
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Сравнивая площади треугольниковь АО’В и АВЬ, получимъ: 
: 


ВВ 
пл. АВВ = рр‘ ил. АВЬ (3). 


Примфняя теорему Менелая къ треугольнику В6С и сЗкущей Аа 
и пользуясь двумя первыми изъ пропорщй (1), найдемъ, что 


_ ВВ.ЬА. Са _ ВВ ТА Са _ о ЗИ Я 


— В} Абав В АС ав В 18 а’ 





откуда 
ВВ а (+8), 
а потому 
ВВ «1+4 8) 
Ч ОЕ 


Подставляя найденное выраженше для отношен1я `Вь И значеше пло- 


щади АРВ изъ уравненя (2) въ уравнеше (3), имЗемъ. 


И ь ее 
пл. ее: 


Пользуясь симметричностью обозначен, можно сразу написать: 


и Божа 80 ! ыы 709 к 
пл. ВОС АЕ и пл. а РР 


Вычитая площади треугольниковъ А В’В, : ВС'С, СА'А изъ пло- 
щади треугольника АБС, получимъ: 


пл. ао (тя). 


Вычисливъ выражение, заключенное въ скобкахъ, найдемъ: 


пл. АВ А РО РИ о. 
Сев 1 ВЕРЕО ба ЕО 
Для вычисления площади треугольника ВМ№5 достаточно я 
вить вм$сто «, В иу ихь значения: 
ВО СР ЗЕ Лея. ИМ ве 
О в’ МБ рта 
№ 359 (3 сер.). Изъ центра О вписаннаго въ треугольникь АВС 
круга рад1усомъ 4 описана окружность. Показать, что площадь вписан- 
наго въ эту окружность шестиугольника, вершины ка лежать на 
биссектрисахъ угловъ 4, В, С равна: 


44? паче их (+2). 











‚384 
Пусть построенная окружность рад1уса 4 перес$каетъ лини А0, ВО, , 


СО соотв тетвенно въ точкахъ А; и Ао, В, и 6. Си 05. Площадь 
шестиугольника 416. С1.А5В;С. соетоить изъ суммы ‘площадей А,ОБЬ, 


ВОС, ит. д. Но 
—_ 





Фзш А, ОВ: _ ы ча ( 





пл. А. ОВ, = ил. В. ОА. = 











2 2 
Точво также 
. ВО 
, 4? зт —- 
2 
пл. Вз ОС, = зл. воно 5 2 : 
и 
атс, ОА аш 9 
ПЛ. С: ОА, = пл. А: ОС. = 5. м р) . 


откуда площадь шестиугольника 4,В,0,А.В,С., которую обозначимъ 
черезъ 5, равна 


4? Ё - Г. - эм о - Е яп _— : 


* 














Такъ какъ 
АВ, АС, ВС Вор. 
2 2 2 
то р 
у 
Ш Е. О ва —“ — 460$ “Вы а 
Но 
о 
дв во оС. 
4 4 4 
а потому 





А-В А Вы 
68 — 0 (+5 С) (в +8}; 


такимъ же образомъ 


608 —- а (+4). оО т (4+ г. : 








4 






Сл%довательно 


Я. Полушкинъ (с. Знаменка); Р. Кошевой (Полтава). 
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№ 389 (3 сер.). На основави АС тр-ка АВС дана точка Л. Че- 
резъ эту точку провести прямую, дВлящую треугольникъ на двЪ рав- 
новеликя части. 

Соединяемъ Ви Г прямою ВО и изъ точки Е, Карелыны АС, 
проводимъь ЕЁ параллельно ВО. Прямая ПЕ и есть искомая. Доказа- 
тельство основано на равенств% площадей треугольниковъ ВЕР и'ВЕР. 

0. и (сел, Акуличи); С. Фридрилжь (Ковно); П. Соловьевь (Н. Новго- 
родъ). А. Д. (Иваново Вознесенскъ); Я. Полущшжкинь (сел. Знаменка); С. кем 


(Пинскъ); ру Боларинъ (Глуховъ); Лежебокъ и Г. (Иваново-Вознесенскъ); И. Величко 
(Могилевъ губ.). 


№ 206 (> сер.). ДвЪ окружности пересзкаются въ точкахъ Ри 0; 
общая къ нимъ касательная касается ихъ въ точкахъ 4 и В. Пока- 
зать, что даметръ одной изъ двухъ окружностей: АРВ или АОВ—есть 
средняя пропорщюональная между д1аметрами данныхъ окружностей. 

Назовемъ центръ окружности, касающейся общей касательной АВ 
въ точкВ А, черезь 0. Опустимъ изъ точки О перпендивуляръ ОД 
на хорду ЧР и изъ точки Р перпендикулярь РЕ на общую каева- 
тельную АВ. 


Изъ подоб1я треугольниковъ АО) и АРЕ находимъ: 


АР_ 40. „, АР_40 
РЕ АР’ ЗРЕ АР’ 





откуда, называя черезъ Ё радусъ круга О, получимъ: 


АР? 
Е 
РЕ 28 (1). 
Подобнымъ же образомъ 
ЧЕ 


тлф В'— ралусъ второй окружности. 
Перемножая равенства (1) и (2), получимъ: 


др. 





ря == 28.28, 
или, такъ какъ 
АРВ. 
о Е. 


тдВ г— радусъ вруга, описаннаго около треугольника АРВ: 5: 
(2) = 2828, м=У38.28'. <. 


Такимъ же пруемомь найдемъ то же выражен. и для радлуса 
круга, описаннаго около треугольника АОВ. | 


Е. Щиюолевь (Курскъ); Н. С. (Одесса). 
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№ 217 (2 сер.). Дана точка О и прямая ММ. На прямой взяты 
три точки 4, В, С. Около треугольниковь АОВ, ВОС, СОА описаны 
окружности. Кром того черезъь точку О проведены еще три окруж- 
ности, касательныя къ прямой ИМ: одна въ точкВ А, другая—въ В, 
третья—въ (С. Доказать, что произведене д1аметровъ трехъ первыхъ 
окружностей равно произведеню д1аметровъ трехъ остальныхъ. 

Рад1усы’ окружностей, описанныхь около треугольниковъ АОВ, 
ВОО, СОА, назовемъ соотвЪтетвенно черезъ Д, В, В,, а рад1усы 
окружностей, проходящихъ черезъ точку О и касающихся прямой ММ 
въ точкахъ А, В, С, назовемъ соотв тственно черезъ г, 71, 9. 

Опустивъ перпендикулярь ОШ изъ точки О на прямую ММ, 
имфемъ: И о о 

ОА. .0С 0С.0А 

р =, Е 

28— ор Е 2в— ор ’ 285 ор (1). 

Вь окружности радлуса у черезъ точку А проведемъ дламетрь АК 
и опустимъ на него изъ точки О перпендивуляръ ОР. Тогда 


043= 9". АР=Эк. ОШ, 











откуда : 
ОА - 
== 2). 
2 ор (2) 
точно также : я 
. ОВ оС 
2 27——— (3). 
ое 
Изъ равенетвъ (1), (2), (3) находимъ 
; 04?.0В?.00? 
28. 2В,. 2Е, = = РОВ ==. 2. 2: 


К. Щиолевь (Курскъ); В. Россовекая (Курскъ); Я. Полушкинъ (Знаменка). 





ОБЗОРЪ НАУЧНЫХЪ ЖУРНАЛОВЪ. 


мА тт. 
1896.—№ 10. 


Сепфге 4е фгапзуегза]ез апзи1а1тгез 6еа1ез. Раг М. @еогеез Втгоса’ЯСАвторъ 
ставить себф задачей найти такую точку Е въ’ плоскости тр-ка АВС, чтобы’ прямыя 
АА’, ВВ’, СС’, проходяция чрезъ: эту точку и перес$каюцщия Е тр-ка въ А’, 
В’, С, ими данную длину / 

Если стороны тр-ка АВС обозначить чрезъ а, $, с, то, положивъ 





ВА‘ СВ’ ‹ до: 
И Г 
получимъ а (изъ тр-ка ААВ): 
—= + ВА“? —‘2с.ВА‘*. созВ = с? не созВ, 





Е а 
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ео (В — М - 2(Р — .созА)х {+ В — © = 0. (т) 
По аналоги можно написать еще два ур-н!я: 
(В — с1)у? - 27 — са. созВ)у РВ — а* =0, (2) 
(В — 42) - 2(Р — а. созС)ё НИ — М = 0. (3) 


КромЪ того, по теорем Чевы: 
ху = 1. (4) 


Приведя эти ур-н!я къ виду: 
жа — 5х -Ер=о, у — ур =о, 2 — "ар" =о (5) 


и замфтивъ, что рр’р” = т, заключаемъ (по ур. 4), что корни ур-шй (5) удовлетво- 
ряютъ. условямъ. ху" = = т их’ = 1: слфдов. соотвфтственно этимъ двумъ 
группамъ значен!й х, 4, 2, р рев двф точки: Е и Е‘ и дв$ группы прямыхъ 
АА’, ВВ’, СС’ и АА”, ВВ", СС", удовлетворяющихъ услов!ю задачи. Точки Е иЕ’, 
очевидно, опред ляются значевями (/; чтобы найги эти значен!я, берется ур- е 


(хх) и) = 555", 


‚которое,. вслдстве В ху = ти ху" = т, принимаетъ видъ 
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ое ти 450 (6) 


И 
подставивъ сюда значен!я $, $', 5" ир, р’, р”, получимъ ур-не: 
В — 25соро .- 35° = о, (7) 


гд$ $ и © суть площадь и 91045 Брокара*) тр-ка АВС. 


Первая часть этого ур-н!я обращается въ отрицательныя величины, если под- 
ставлять въ нее вмЪсто ] высоты тр-ка 


ы= 2, К. 


наоборотъ, при /==0 и / == ©о получаются величины положительныя; слЪфдов., ур-н1е 
(7) имфетъ два дЪйствительныхъ корня: А — болышй наибольшей изъ высотъ 
тр-ка и /5 — меньший наименьшей изъ этихъ высотъ. Поэтому, окружности, опи- 
санныя рад1усами / около вершинъ тр-ка АВС, пересЪфкутъ его стороны въ точкахъ 
А'и А”, В' и В", С' и С", такъ что прямыя АА, ВВ’, СС’ и АА“, ВВ", СС" пере- 
сЪкутся въ искомыхъ точкахъ Ки Е’. 

Если тр-къ АВС равнобедренный и б=с>а, то =; ; при р =е<а, 

= йа. 

Величины И и 4 зависятъ только отъ площади тр-ка $ и его угла Брокара ©. 
Но извЪстно, что существуетъ безчисленное множество тр-въ ТТ, имфющихъ съ 
тр-мь АВС обшй центръ тяжести (С и вписанныхъ въ эллипсъ Е, описанный около 
АВС и имфюпий центромъ точку С; всЪ эти тр-ки равновелики и имфютъ равные 
углы Брокара; поэтому величины и 4 для всфхъ тр-въ Т остаются однф и т% же. 
Пусть А4А1' и АзАз суть оси эллипса Е; къ групп тр-въ Т принадлежать равно: 
бедренные тр-ки А1В1С1 и АзВаСз, основавя которыхъ В1С1 и ВзСз перпендикуляр- 
ны къ полуосямъ эллипса СА1' и САз въ ихъь срединахъ М1 и М изъ этихъ’ 
тр-въ находимъ: \ 





и = АМ; = За и = АзМа =— 


гдф 24 и 28 суть оси эллииса Е. 





*) См. „Нов. геом. тр-ка“. 
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Въ заключеше д доказывается. что точки Е и Е’ суть однф и т$ же для всфхъ. 
тр-въ Т и совпадаютъ съ фокусами эллииса Е. 

Мофе заг Рагые ргбеб4енф. Раг М. /. Мгибес. Въ дополнен{е къ статьЪ 
Втосаг4’а, М, Мецегя доказываетьъ, что если АГ’, ВМ’, СМ' и АГ”, ВМ“, СМ“ суть. 
прямыя, гармонически сопряженныя съ АА’, ВВ', СС’ и АА, ВВ”, сс" относи- 
тельно угловъ А, Ви С, то точки [.', Г", М", М”, М, №’ лежатъ на одной кривой 
2-го порядка и при томъ точки Г, м, №и т, М*, к находятся на трилиней- 
ныхв полярахь*) точекъ Е и Е’. 

Изъ ур-в!я (7) предыдущей статьи О что 

р 
= с02 ®@ = Усоо — 3 ты; 


поэтому, обозначивъ чрезъ 41 и @з умы Штейнера®) тр-ка АВС, получимъ 
=95.5012%:, [9 =5. 0004. 


М. Мецеге даетъь еще (безъ доказательства) слфдующее УР не для опре- 
дъленя 


УРа? — 45° + УР? — 45" -- УР? — 45? = о, 
откуда слфдуетъ, что 
‚ СОБАА!В —- соЕВВ'С -+ со СС'А = 0; 


отсюда выводится, что перпендикуляры къ сторонамъ тр-ка АВС въ точкахъ А’, 
В‘, С! (или А“, В", С“) перес$каются въ одной точкЪ$. 
Прибавимъ отъ себя, что было бы весьма желательно встрЪтить на страни- 


пахъ „Вестника“ чисто геометрическое изслфдован!е свойствъ новыхъ точекъ Вго- 
сага Е и Ё'. 


В6ропзе апх озегуа0пз 4е М. Мапз!юп. Раг М. Ехоюу. Отвфть г. Фро- 
лова на разборъ его доказательства Х1 аксомы Эвклида.чнаписанный Мапзоп’омъ. 


Мофез ша \6та аиез. 9 . КонааНот Фив рых еп Рфоипеиг 4е Гофаеье[5®у. 
10. биг е тотате ИП, 
ЗошИоп$ 4е чиезопз ргороз6ез. №№ 383, 967, 1004. 

цез 1018 @’ехашеп. №№ 762 - 763. 

цез0опз ргороз6ез. №№ то89—т092. 


*) 1514. 


| | 
Конецъ ххт семестра. 
1 1 
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